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I tude num rique de la fusion autour d'un cylindre 
vertical soumis deux types de conditions limites 
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D6partement de G6nie M6canique, l~cole Polytechnique de Montr6al, C.P.6079 A, Montreal, 
Qu6bec, Canada H3C 3A7 

(Re¢u le 16 Aoftt 1988 et sous forme finale le 14 Fbvrier 1989) 

R~sum~-On &udie ici la fusion autour d'un cylindre circulaire vertical enfoui dans un mat6riau ~i 
changement de phase port6/t la temp6rature de fusion. Le probl6me est trait6 pour deux types de conditions 
limites/t la paroi cylindrique, en supposant des propri6t6s thermodynamiques constantes. On r6sout les 
6quations de l'6coulement convectif dans la phase liquide en faisant appel fi une technique de g+n6ration 
num6rique d'un maillage adapt6 fi la g6om6trie pour fixer la fronti6re mobile. L'effet de certaines approxi- 
mations est examin6 et des pr6dictions num6riques sont obtenues pour des nombres de Rayleigh allant 
jusqu'~. Ra = 7 x 105 pour une temp6rature constante et Ra = 7 × 10 a pour un flux de chaleur constant. 
Les r6sultats pr6sent6s pour un nombre de Stefan e = 0,15 et pour Pr = 7 sont pratiquement ind6pendants 
de ces param6tres lorsque e < 0,15 et Pr > 7. Pour un flux de chaleur constant, le hombre de Nusselt 
moyen en r6gime permanent est proportionnel ~ Ra ~/4 et la fusion s'effectue plus lentement que pour une 

temperature constante. 

1. INTRODUCTION 

Au COURS de la derni6re d6cennie, les 6nergies douces 
semblaient offrir une alternative fort int6ressante aux 
combustibles fossiles dont  l 'approvisionnement 
devenait probl6matique et le coot  de plus en plus 61ev6. 
L'6nergie solaire &ait alors particuli6rement attray- 
ante e t a  donn6 naissance/t  un nouveau domaine de 
recherche appliqu6e en vue de permettre son utilis- 
ation fi grande 6chelle. Le besion de mettre au point 
un syst6me ~. chaleur latente pour  emmagasiner l'6ner- 
gie thermique produite par les capteurs solaires a d6s 
lors donn6 lieu fi beaucoup de travaux de recherche 
sur les probl6mes de changement de phase en g6n6ral. 
Des besoins plus classiques, comme ceux de la m6tal- 
lurgie par exemple, ont 6galement contribu6 ~. susciter 
de l'int6r& pour le processus de fusion et de solidi- 
fication d 'un mat6riau en pr6sence d 'un 6coulement 
de convection naturelle dans la phase liquide. On 
compte plusieurs 6tudes exp6rimentales sur le sujet. 
Parmi les plus r6centes, mentionnons entre autres celles 
de Ho et Viskanta [1], d 'Okada [2] et de Webb et 
Viskanta [3] qui ont  &udi6 la fusion le long d 'une 
paroi isotherme verticale. Les travaux de Ho et 
Viskanta notamment ,  ont  permis de montrer  com- 
ment la dilatation qui accompagne le changement de 
phase de la plupart  des mat~riaux acc61~re la fonte 
darts le haut de la cavit6. Cet effet se fait surtout sentir 
au d6but du processus, alors que le transfert de chaleur 
est encore domin6 par la conduction, et peut exercer 
une influence aussi importante que celle de la con- 
vection naturelle dans certains cas. Les auteurs ont 
encore constat6 qu 'un  refroidissement pr6alable du 
mat6riau ralentit sensiblement la fusion par la suite. 

La fusion ~ rint6rieur d 'une enceinte cylindrique 
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verticale isotherme a fait l 'objet des travaux de Bareiss 
et Beer [4], tandis que Sparrow et  al. [5] ont  consid&6 
le probl6me inverse, i.e. la solidification. Dans ce cas, 
la solidification s'est montr6e tr6s sensible aux effets 
de la convection naturelle lorsque le liquide n'est pas 

la temp6rature de fusion et peut m6me s'arr~ter 
compl6tement. La fusion autour d 'un cylindre iso- 
therme, horizontal cette fois, a ~t6 6tudi6e par Gold- 
stein et Ramsey [6] et par Sparrow et  al. [7]. La fusion 
s'est av6r6e encore une fois sensible au refroidisse- 
ment initial du solide de m~me qu 'aux perturba- 
tions des conditions exp6rimentales. Une tendance 
g6n6rale se d6gage des r6sultats de toutes ces 
6tudes. Le transfert de chaleur dans la phase liquide 
est tout d 'abord  domin6 par la conduction et Fin- 
terface liquide-solide progresse uniform6ment. La 
convection naturelle devient ensuite le principal 
m6canisme de transfert de chaleur et l ' interface se 
d6forme petit ~ petit ~. mesure que l '6coulement se 
d6veloppe. La r6solution exacte de ce type de prob- 
16me non-lin6aire par des m6thodes analytiques pr6- 
sente des difficult6s insurmontables. Yao  et Chen [8] 
ont cependant pu 6tablir une solution de per- 
turbations r6guli6res au premier ordre en Ra  et e, pour 
la fonction de courant et la temperature, dans le cas de 
la fusion autour d 'un cylindre horizontal avec convec- 
tion naturelle. Ces solutions ne sont toutefois valables 
que pour de faibles temps et de faibles nombres de 
Stefan (e <0 ,1 )  et l 'approche num6rique semble 
donc pr6f6rable pour obtenir une solution dans des 
conditions moins restrictives. 

Une simulation num6rique efficace de l '6coulement 
exige donc la solution simultan6e des 6quations de 
Navier-Stokes,  de l'6nergie et de la propagation de 
l ' interface liquide-solide dont  la forme et la position 
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NOMENCLATURE 

a ~ . j  composantes du tenseur m6trique 
covariant (a ~ ~ 2 , = r~+z~;  

= = r , + z , )  a~2 r~rq+z~z,; a22 2 2 

A rapport de forme du cylindre, h/rw 
c chaleur massique [J kg i K -  l] 
C, D coefficient et terme source de l'6quation 

aux diff6rences finies 
g acc61~ration de la gravit6 [m s-2] 
h hauteur du cylindre [m] 
J jacobien, r ¢ z , - z c r ,  
k conductivit6 thermique [J s ~ m -  ~ K -  ~] 
l chaleur latente de fusion [J kg- ~] 
L op6rateur 
n direction normale ~t l'interface liquide- 

solide 
fi vecteur unitaire selon la normale, 

(n,, n~) 
Nu nombre de Nusselt moyen fi la surface 

du cylindre 
P, Q termes source pour la transformation 

de coordonn6es 
Pr nombre de Prandtl, v/ot 

r coordonn6e [m] 
R position de l'interface liquide-solide 
Ra nombre de Rayleigh, f lATr~y/v~ 

t temps 
T temp6rature 
u vecteur vitesse, (u, v) [m s ~ ~] 
U', U 2 composantes du vecteur vitesse 

contravariant 
z coordonn6e [m]. 

Symboles grecs 
c~ diffusivit6 thermique [m 2 s-t] 
fl coefficient de dilatation volumique 

[K-'1 
A accroissement 
e nombre de Stefan, cAT/ I  
r/ coordonn6e transform6e 
0 temp6rature adimensionnelle 
v viscosit6 cin6matique [m 2 s-t] 

coordonn~e transformhe 
p masse volumique [kg m-  3] 
r temps adimensionnel 
~b, ~0 param&res 
~k fonction courant [m 2 s- i] 
o9 vorticit6 [s- t]. 

Indices et exposants 
f valeur fi l'interface liquide-solide 
i, j entiers 
w valeur fi la paroi. 

Autres symboles 
V gradient 
V" divergence 
V 2 laplacien 
~2 laplacien transform& 

sont des inconnues du probl6me. La plupart des 
simulations sont bas6es sur une technique d'im- 
mobilisation de l'interface. Ainsi, Saitoh [9] a appliqu6 
une transformation de Landau en deux dimensions 
pour traiter avec succ6s la solidification d'un liquide 

la temperature de fusion dans des cavit6s carr6es, 
triangulaires et elliptiques. Sparrow et al. [10] ont 
appliqu6 les premiers la transformation de Landau ~t 
un probl6me de changement de phase avec convection 
en traitant la fusion autour d'un cylindre vertical iso- 
therme. Ces auteurs ont n6glig6 les termes pseudo- 
convectifs reli6s au mouvement de l'interface, ainsi 
que tousles termes reli6s ~i la pente ou ~ la courbure 
de ce demier dans les 6quations transform6es, afin de 
simplifier le syst6me fi r6soudre num6riquement. Les cal- 
culs ont montr6 que le nombre de Nusselt moyen le 
long du cylindre diminue avec le temps, passe ensuite 
par un minimum, puis augrnente ft mesure que l'ef- 
fet de la convection naturelle se fait sentir. Le nombre 
de Nusselt atteint alors un maximum relatif, pour 
finalement se stabiliser 5. une valeur qui d6pend du 
nombre de Rayleigh. Les r6sultats obtenus sont ind6- 
pendants des nombres de Prandtl et de Stefan, au 

moins pour les valeurs consid6r6es par les auteurs: 
e < 0,15 et Pr > 7. Le maximum se produit d'autant 
plus t6t que le nombre de Rayleigh est grand et que 
le rapport de forme hauteur du cylindre sur rayon 
est faible. Ho et Viskanta [1] ont adopt6 la m6me 
d6marche, mais sans n6gliger la pente ou la courbure 
de l'interface, pour simuler la fusion le long d'une 
paroi verticale. Leurs r6sultats sont tr6s semblables 
aux pr6ckdents d 'un point de vue qualitatif. Les 
quelques diff6rences entre leurs donn6es exp6rimen- 
tales et leurs pr6dictions num6riques pouvaient &re 
imput6es au effets de la dilatation, de la tension de 
surface, des propri6t6s non-constantes et poss- 
iblement, de la nature non-newtonienne du fluide. 

Kroeger et Ostrach [I 1] ont trait6 un probl6me de 
coul6e continue en deux dimensions, avec convection, 
en appliquant une transformation conforme au 
domaine de calcul dans chaque phase, puis en r6solv- 
ant num6riquement les 6quations dans le plan trans- 
form6. Rieger et al. [12] ont adopt6 une technique 
num6rique d'immobilisation de l'interface plus flex- 
ible qu'une transformation de Landau ou encore 
qu'une transformation conforme pour simuler la 
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FIG. 1. G6om~trie et syst~me de coordonn6es. 

fusion autour d 'un cylindre horizontal isotherme. La 
technique, propos6e par Thompson et al. [13], con- 
trairement aux deux m&hodes ci-dessus, permet de 
bien contr61er le maillage g6n6r6 dans le plan physique 
tout en gardant un maillage uniforrne dans le plan 
transform& Les 6quations transform~es ont ~t~ 
r6solues en ne n6gligeant aucun terme, pseudo- 
convectif ou autre, Les pr6dictions num6riques r6- 
v61ent les m~mes tendances pour le nombre de Nusselt 
que celles de [1, 10]. 

On se propose dans le cadre de cette &ude 
d'appliquer la m6thode de g6n6ration de maillage 
employ6e par Rieger et al. au probl6me repr6sent6 5. 
la Fig. 1. Un cylindre circulaire vertical de hauteur h, 
compris entre deux plans adiabatiques horizontaux, 
est enfoui dans un mat6riau solide 5. changement de 
phase port6 5. la temp6rature de fusion. La fusion 
d6bute 5. l 'instant t = 0 alors qu'on impose les con- 
ditions thermiques 5. la surface du cylindre. On envis- 
age deux possibilit6s, soit (a) : porter le cylindre 5. une 
temp6rature constante au dessus du point de fusion 
ou (b) : appliquer un flux de chaleur constant fir = rw. 
Dans ie premier cas, on retrouve le probl6me de Spar- 
row et al., de qui permet dans un premier temps 
de valider le programme de diff6rences finies, puis 
d'6valuer l'effet des approximations faites par ces 
auteurs. On consid6re ensuite le probl6me de fusion 
pour un flux de chaleur constant. 

2. FORMULATION DU PROBLEME 

Le domaine de l'~coulement est repr6sent6 de fa~on 
sch~matique 5. la Fig. 1. Pour les besoins de l'analyse, 
on suppose que la phase liquide est un fluide in- 
compressible, de propri6t6s thermodynamiques con- 

stantes, qui satisfait aux conditions de rapproxi-  
mation de Boussinesq. Si on n6glige l'6chauffement 
visqueux, le syst~me d'6quations 5. r6soudre prend la 
forme 

u, + (u. V)u . . . .  

V-u=O (1) 

Vppr ~vV~u+g(~- l )  (2) 

T, + (u" V)T = aV2T. (3) 

On peut faire ici l 'approximation lin6aire habituelle 

P 
- -  = 1 - f l ( T -  T r )  (4) 
Pr 

qu'on porte ensuite dans (2) afin d'61iminer p. Les 
conditions limites 5. v6rifier sur le contour du domaine 
de solution sont 

T~=0 ,  u = 0 ;  z = 0 , h  (5a) 

T =  Tf, u = 0 ;  r = r r  (5b) 

et 

T = T w  ou - k T r = Q ,  u = 0 ;  r = r ,  (5c) 

selon qu'on sp6cifie une temp6rature constante ou un 
flux de chaleur constant 5. r = rw. Pour ces conditions 
le probl~me poss6de une sym&rie axiale et r6coule- 
ment est alors bidimensionnel. On peut r&tuire dans 
ce cas le syst6me (1)-(3) 5. un syst6me d'6quations 
scalaires. Le gradient de pression s'61imine en prenant 
le rotationnel de (2). On obtient alors une 6quation 
pour la vorticit6, soit 
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o9, + (u" V)og- - -  = v VZo)- +qflT~ (6) 
F 

off par drfinition 

~o = v~ - u . .  (7) 

Les composantes du vecteur vitesse et la vorticit6 
peuvent s'exprimer en termes d 'une  fonction courant  

1 
u = -O~ (8a) 

1 
v = -  0 ,  (8b) 

r 

2- ~lr  - -  r(J) (8C)  V2~b = r 

de sorte que l ' rquat ion (1) est toujours auto- 
matiquement vrrifi6e. I1 est souhaitable toutefois de 
traiter le problrme sous forme adimensionnelle en 
drfinissant de nouvelles variables fi cet effet ~ l 'aide de 

(r,z) '  = (r,z)/r,~, (u,v)" = (u,v)r~/c~, z = e~tr~ 

oY = r2w~O/~, ~k" = O/ar~, 0 = ( T - - T O / A T  (9) 

oti AT vaut Tw-  Tr ou bien Qrw/k selon le cas. Les 
6quations (3) et (6) retransformres s'$crivent, en 
omettant  dorrnavant  les symboles primes pour allrger 
l 'rcriture 

~O~+uO~+vO~ = V~0 (10) 

u~ ( ~ ) + P r R a O r .  e(o~ +uog, +vo9~- - -  = Pr Vlo9 - o9 
r 

(11) 

L'6quation (8c) demeure identique. 
La position et la forme de l'interface liquide-solide 

ne sont pas sp6cifi6es au d6part. N~anmoins leur 
~volution est r~gie par une relation simple bas~e sur un 
bilan d'6nergie thermique fi l'interface. En supposant 
qu'il  n 'y  a pas de variation de la masse volumique du 
mat6riau lors du changement de phase, le bilan donne 

pIR, = - k T . f i  (12) 

pour la vitesse de d6placement de la frontirre en 
chaque point. Sous forme adimensionnelle cette 
relation peut se d6composer en 

r~ = -O,n~ (13a) 

z~ = -O,n:  (13b) 

qu'il suffit d ' intrgrer pour drterminer la progression 
de l'interface en fonction du temps. 

3. M~THODE DE SOLUTION 

3.1. Technique de mail~age num~rique 
Une simulation numrr ique efficace de l '+coulement 

ne saurait &re envisagre sans une application pr6cise 
des conditions limites sur toutes les fronti~res du 

domaine de calcul, y compris l'interface liquide 
solide. La qualit6 des solutions d~pendra aussi dans 
une large mesure de la finesse du maillage au voisinage 
des frontirres s'il y a formation d 'une couche limite. 
Ces raisons militent en faveur de l'emploi d 'un  mail- 
lage adapt6 fi la grom&rie du problrme, qui permet 
une localisation prrcise des frontirres, et l'application 
naturelle des conditions limites. En outre, la rrpar- 
tition des noeuds doit suivre la drformation pro- 
gressive du domaine de l ' rcoulement afin de maintenir  
des noeuds sur la frontirre mobile tout au long 
du processus de fusion. Le maillage est g6ndr6 
numrriquement fi chaque pas de calcul dans lc temps 
seton la mrthode grnrrale de transformation de coor- 
donnres de Thompson et al. [13]. La transformation 
s'effectue via la solution numrrique d 'un problrme de 
valeurs aux limites de type elliptique. 

L'id~e de base mise de l 'avant par cette m&hode 
est que les nouvelles coordonnres obrissent fi une 
6quation de Poisson 

~,,.+~_ = P (14a) 

~lrr4- l~zz  = Q (14b) 

oti P et Q sont des termes sources visant/t  contr61er le 
maillage. Ces 6quations peuvent 6galement s'exprimer 
en utilisant ~, r /comme variables ind6pendantes, ce 
qui donne 

az2r¢¢-2al2r¢,+allr~, = -J2(Pr¢+Qr , )  (15a) 

a22z~¢-2al zz¢, +a~ ~z,, = -JZ(Pz~ + Qz,). (15b) 

Ce systame peut ensuite ~tre rrsolu par differences 
finies pour trouver les coordonnres images (r u, zij) 
d 'un noeud (¢i, r/j) fi partir des conditions limites spr- 
cifires sur le contour du rectangle de la Fig. 2. Ces 
conditions ne sont rien d 'autre que les coordonnres 
de points quelconques sur la frontirre dans le plan 
(r, z) qu 'on  assigne comme images aux noeuds siturs 
sur le contour du rectangle. On gdn~re ainsi le maillage 
curviligne non-orthogonal  du plan (r, z) fi partir du 
maillage rectangulaire uniforme du plan (~, r/). Pour 
un domaine simplement connexe il est possible d 'avoir 
recours fi une simplification propos6e par Thomas et 
Middtecoff [14] qui 6vite d'avoir fi choisir les termes 
sources de fa~;on arbitraire. On drfinit pour cela deux 
paramrtres q~ et q~ fi l 'aide de 

P = ¢(~,r/)(~) + ~ )  (16a) 

Q = ~0(~, r/)(~/~ +r/~) (16b) 

et l ' rquat ion (15) devient alors 

a22(r~+c~r~)--2a12r~,+all(r~,+q~r~) = 0 (17a) 

a2z(Z¢¢+dpz¢)--2atzz~,+a~.(%,+(pzq) = 0. (17b) 

On peut ensuite 61iminer l 'un des deux parambtres 
ci-dessus, disons ~0, pour 6tablir une relation en 0 
seulement. L'expression qui en rrsulte peut se sim- 
plifier sur les frontirres t / =  0, A en supposant que les 
courbes ~t ~ constant  intersectent ces frontirres fi angle 



l~tude num6rique de la fusion autour d'un cylindre vertical soumis ft. deux types de conditions limites 1931 

j=o 
0 

f 

C~;~ ,'~j, 

f 

0 
1 

L 

i = O  1 

FIG. 2. Transformation des coordonn6es. 

droit avec une courbure nulle. On obtient apr6s sim- 
plification le r6sultat 

d? = -(r~r~+zcz~)/(r~+z~) (18) 

qui permet d'6valuer ~b sur q = 0, A directement fi 
partir des conditions limites en r et z. On d6montre 
de la m~me fagon en ~liminant ~b cette fois que 

2 2 q~ = --(r,r~,+z,z,,)/(r, +z~) (19) 

sur les fronti6res ~ = 0,1. I1 suffit ensuite de faire une 
interpolation lin6aire ~ ~ constant  entre t / =  0 et A 
pour assigner une valeur au param&re q~ n ' importe  
off fi l ' int6rieur du rectangle. On 6value tO de la m~me 
mani6re en interpolant selon ~ cette fois. Une fois 
cette op6ration effectu6e, on peut r6soudre les 6qua- 
tions (17a) et (17b) par diff6rences finies pour  trouver 
les valeurs nodales de r et z et g6n6rer par le fait m~me 
le maillage adapt& Thomas et Middlecoff ont  montr6 
que cette approche permet de bien contr61er le mail- 
lage. La distribution des noeuds fi l ' int6rieur du 
domaine de calcul est d6termin6e, dans une large 
mesure, par la distribution des noeuds sur la fronti6re, 
qui est choisie fi priori. 

L'int6gration de l '6quation (13a) et (13b) permet 
en principe de d&erminer le front de solidification 
l ' instant z + A z  ~ partir de la position des noeuds ~, 
l ' instant ~. Cependant  les noeuds ont  tendance avec le 
temps soit fi converger vers un point, soit ~ diverger, 
comme le ment ionnaient  Rieger et al. [12]. Une simple 
redistribution des noeuds sur le front de solidification 
fi chaque &ape de calcul dans le temps permet d'~viter 
une trop grande distortion du maillage. La redis- 
tr ibution f a r  appel fi une interpolation par splines 
cubiques le long de la fronti+re. 

3.2. Transformation des Oquations 
La transformation a pour effet d ' immobiliser l ' in- 

terface fi ~/= 1 dans le nouveau syst6me de coor- 
donn6es, ce qui permet de traiter le probl~me dans le 
domaine fixe 0 < ~ < 1, 0 < r / <  A tout au long du 
processus de fusion. Le passage du syst~me (r, z) au 
syst6me (4, r/) s'effectue en posant r = r(~, r/, t) et z 

= z(~,r/, t) dans les 6quations (8c), (10) et (11). On 
&ablit ainsi la r~gle de correspondance 

fr = LZf (20a) 

fz = - U  f (20b) 

D f = f~ _ LZfr ~ + Ufz~ (20c) 
Dr 

pour les d6riv6es premi6res d 'une fonction scalaire 
f off, suivant la notat ion compacte de Rieger et al. 
[12] 

LfF= Or, F¢-  fcF,)/J. (21) 

L 'approximation quasi-stationnaire fare  par [1, 1 O] 
consiste fi n4gliger les deux derniers termes du membre 
de droite de l 'equation (20c). Les r6gles de trans- 
formation des d6riv~es secondes sont passablement 
complexes. On peut se simplifier la tfiche en utilisant 
quelques r6sultats du calcul tensoriel qui sont valides 
dans n ' importe quel syst6me de coordonn6es. Ainsi 
pour les termes d'advection on peut 6crire 

( u ' V ) f  = U' f¢ + U2 f~. (22) 

Les composantes U ~, U 2 du vecteur vitesse con- 
travariant dans le systhme (4, ~/) sont donn4es par 

U t = (uz~- cr~)/J (23a) 

U 2 = (vr~-uz¢)/J. (23b) 

Les termes de diffusion peuvent s'exprimer comme 
suit : 

j V 2 f  _ (a22 f ¢ ) -  (a12 f , )  
k J  /~ \ J  I. 

_ ( ~  f , )  + (a , ,  j j .  (24) 

On peut d~velopper cette expression, en changeant 
de symbole pour  le laplacien afin d'6viter toute con- 
fusion, pour  obtenir compte tenu de l '+quation (17a) 
et (17b) 
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~ f = J -  ~[az~(f~¢ + ck fc) - a ,  ~Ji, + a, , (L ,  + ~o f,)]" 

(25) 

Les 6quations (8a), (8b), (20)-(23) et (25) per- 
mettent de reformuler le syst6me d'6quations (8c), 
(10) et (11) en termes des nouvelles variables 

e ~ + r  ~ = P r  V~60- + L  r r s + P r R a U O  

(26) 

DO 1 
~Dzz + r L~O = ~7~0 (27) 

2 
~72~k = - L"~ - r60. (28) 

r 

On voit que le nombre de Stefan n'appara]t que 
devant les d+riv6es par rapport au temps. Par cons6- 
quent, la solution du probl~me dans la cavit6 est ~i 
chaque instant la solution permanente dans une cavit6 
fixe identique, pourvu que le nombre de Stefan soit 
suffisamment petit. La fonction courant doit v6rifier 
la condition limite suivante 

¢ = 0 ;  ~ = 0 , 1 ,  r / = 0 . A .  (29) 

La condition de glissement nul aux parois entraine 
que ~O¢ = ~O, = 0 localement, ce qui permet de d6duire 
de l'6quation (28) les conditions 

a ~ ,  . 
60 = - -  j 2  r , v ~ . ,  r 1 = O, A (30a) 

60= - j 2  r ¢~, ¢ = 0 , 1  (30b) 

pour la vorticit& Les conditions (5a)-(5c) deviennent, 
compte tenu de l'orthogonalit6 locale du syst6me de 
coordonn~es 

0 = 1  

0 , = 0 ;  q = 0 ,  A (31a) 

0 = 0 ;  ~ = 1  (31b) 

ou 0¢=-a~/~2;  ~ = 0 .  (31c) 

I1 reste encore ~, transformer les 6quations (13a) et 
(13b) qui deviennent 

z~ 0¢ 
re = -- ~ (32a) 

r~ 0¢ 
z T -  j .  (32b) 

3.3. Solution par diff&ences finies 
La simulation num6rique de l'6coulement est bas6e 

sur la solution par differences finies du syst6me 
d'~quations transform6es dans le nouveau syst6me 
de coordonn6es. La discr6tisation est simplifi6e au 
maximum par l'uniformit6 du maiUage dans le plan 
(~, r/). L'algorithme de solution employ+ ici pour solu- 
tionner le probl6me utilise l 'approximation quasi-sta- 
tique qui consiste ~i r6soudre les 6quations pour 60, 0, 
~k h chaque nouvelle &ape de calcul dans le temps 

partir de la position de l'interface fi la fin de l'6tape 
pr6c6dente, puis ~i trouver seulement ensuite la nou- 
velle position de l'interface. On adopte une for- 
mulation implicite dans le temps pour discr6tiser le 
syst6me d'6quations transform6es. Les d6riv6es par 
rapport au temps sont par cons6quent discr6tis6es 
selon le sch6ma des diff6rences arri6res du permier 
ordre. Les termes d'advection de l'6quation (26) pour 
la vorticit6 et de l'6quation (27) pour la temperature 
sont discr6tis6s selon le sch6ma upwind du second 
ordre afin d'assurer la stabilit6 num6rique du syst6me 
durant les calculs. Les termes pseudo-convectifs et les 
membres de droite des 6quations (26) et (27), de m6me 
que l'6quation (28), sont tous discr6tis6s selon le sch- 
6ma classique des diff6rences centrales pour un mail- 
lage uniforme. 

Les 6quations aux diff6rences finies peuvent s'6crire, 
en regroupant les termes de fagon appropri6e, disons 
par exemple ~ j constant, sous la forme g6n6rale 

(Cf ) i  2 / + ( C f ) ,  , / + ( V f ) , /  

+(CJ) ,+~j+(Cf ) ,+2 j  = D,j (33) 
qui conduit fi un systeme pentadiagonal ~ r6soudre 
par la m&hode de Galpin et Raithby [15]. Si les 
coefficients Ci_ 2j et Ce+ 2j sont nuls, comme c'est le cas 
pour la fonction de courant, on retrouve un syst6me 
tridiagonal, qui peut se r~soudre par la m~thode clas- 
sique de Thomas. On obtient le nouveau champ de 
valeurs pour f e n  r6solvant l'6quation (33) sur chaque 
rang6e de noeuds. I1 est possible de regrouper les 
termes ~ i constant et d'effectuer plut6t un balayage 
selon la verticale. 

Les calculs s'effectuent dans l 'ordre suivant. A 
chaque &ape de calcul dans le temps, on g6n6re un 
nouveau maillage et celui-ci est gard6 en m6moire afin 
de calculer les termes r~ et z~ fi l'6tape suivante. On 
proc6de ensuite par it6rations pour d6terminer les 
nouveaux champs de valeurs pour chaque quantit& 
On effectue un balayage complet du domaine de calcul 
pour l'equation de la vorticit6, puis celle de la tem- 
p6rature, et ensuite celle de la fonction de courant. 
On r6p~te l'op6ration jusqu'fi ce que les calculs aient 
converg6, en alternant les balayages ~t j constant avec 
des balayages fi i constant. On solutionne ensuite les 
6quations (32a) et (32b) pour d6terminer la nouvelle 
position de la fronti+re mobile et on redistribue ies 
noeuds sur l'interface. On passe ensuite ~ l'6tape 
suivante. 

Les calculs ont 6t6 effectu6s pour un maillage de 21 
noeuds selon ~ par 31 noeuds selon r/sur un ordinateur 
IBM 4831. Pour un cas typique de Ra = 7× 104, le 
pas de calcul Az 6tait de 0,001. II faut alors compter 
de 40 ~ 45 it6rations par &ape en moyenne pour 
obtenir une solution converg~e. Le temps de calcul est 
de 2000 s de CPU environ pour 280 pas de calcul dans 
le temps. 

4. RESULTATS 

4.1. Temp&ature constante 
Tous les r6sultats pr6sent6s dans cette section ont 

6t6 calcul6s pour un nombre de Stefan de 0,15, un 
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FIG. 3. Position de l'interface, Ra = 7 x 104. Temp6rature 
impos~e ~i la paroi. 

nombre de Prandtl de 7 et un rapport de forme de 
4. Ces valeurs correspondent ~t ceiles q'ont adopt6es 
Sparrow et al. [10] et sont typiques de celles qu'on 
retrouve chez les autres auteurs [1, 12]. I1 est int6r- 
essant de comparer dans un premier temps la tech- 
nique de maillage num6rique utilis6e ici avec celle de 
Sparrow et al. avant de faire d'autres calculs. Les Figs. 
3 et 4 permettent de comparer les deux m&hodes pour 
un nombre de Rayleigh de 7 x 10 a. La Fig. 3 donne la 
forme et la position de l'interface liquide-solide pour 
diff6rentes valeurs de z. Les courbes en traits pleins 
correspondent aux r6sultats de cette 6tude et les 
courbes en traits pointill6s aux r6sultats de Sparrow 
et aL [10]. L'accord entre les deux solutions est tr6s 
satisfaisant au centre de la cavit6, mais moins bon vers 
le haut, ot~ 1'6cart entre les deux families de courbes 
devient sensible avec le temps. On peut affirmer que 
la condition adiabatique ~t z = h semble mieux 
respect6e ici que dans le cas de Sparrow et al. La 
normale ~ l'interface doit 8tre parall61e au gradient 
de temperature local d'apr6s l'6quation (12), aussi 
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FIG. 4. Nombre de Nusselt moyen, Ra = 7x 104. Tem- 
l~rature impos~e g la paroi. 

l'interface devrait-elle intersecter la fronti6re adia- 
batique/t angle droit. 

La Fig. 4 donne le nombre de Nusselt moyen sur la 
paroi cylindrique en fonction de z. Ce nombre est 
d6fini comme 

N u  = ~ --Orl~= I dz. (34) 

Les r6sultats des deux m6thodes sont ~ toutes fins 
identiques pour les faibles valeurs de z aiors que le 
nombre de Nusselt diminue de fagon marqu6e. Cette 
situation correspond ~ un r6gime off le transfert de 
chaleur est encore domin6 par la conduction [1, 10, 
12]. Pour le r6gime convectif, i.e. pour de plus grandes 
valeurs de z, l'6cart est perceptible sans 8tre vraiment 
important. Ceci n'est pas surprenant si l 'on songe que 
le nombre de Nusselt tel que d6fini ci-dessus repr6sente 
une moyenne prise sur toute la hauteur du cylindre, 
de sorte que les 6carts en haut de la cavit6 se trouvent 
plus ou moins compens6s par le bon accord ailleurs. 

La Fig. 5 montre ies isothermes et les lignes de 
courant dans la phase liquide pour diff6rentes valeurs 
de ~. Le r6gime de conduction, le r6gime de convec- 
tion, de mSme qu'un r6gime interm6diaire mixte y sont 
repr6sent6s. D'un point de rue qualitatif, les r6sultats 
obtenus ici sont tr6s comparables/t ceux de Sparrow 
et al. Le r6gime de conduction correspond au temps 
z = 0,03. L'interface liquide-solide progresse unifor- 
m6ment et l'6coulement thermoconvectif est sym6- 
trique par rapport au plan z = A/2 .  Bien que l'6c- 
oulement soit pr6sent d6s le d6but du changement de 
phase, il n'a pas d'influence majeure sur le transfert de 
chaleur avant un certain temps. Le r6gime mixte cor- 
respond au temps z = 0,09. Ce r6gime est caract6ris~ par 
le passage du nombre de Nusselt par un minimum. La 
convection et la conduction jouent alors toutes les deux 
un r61e important dans le transport thermique. La fusion 
se produit plus rapidement dans le haut que dans 
le bas de la cavit6, de sorte que l'interface liquide- 
solide commence fi se d6former. Ceci est dfi au fait 
que l'6coulement absorbe de la chaleur en remontant 
le long du cylindre, pour la c6der ensuite en rede- 
scendant le long de l'interface. Cette circulation fa- 
vorisant le transfert de chaleur fait que le nombre de 
Nusselt se stabilise puis augmente. Le r6gime convectif 
est repr6sent6 aux temps z = 0,20 et 0,28. La d6for- 
mation de l'interface devient plus prononc6e et il y a 
formation de couches limites, autant/t l'interface qu'~ 
la paroi du cylindre, qui tendent fi s'opposer au pas- 
sage de la chaleur. Ceci fait que le nombre de Nusselt 
passe par un maximum local, puis recommence/t dimi- 
nuer, avant de se stabiliser d6finitivement. Le maxi- 
mum se produit d'autant plus t6t et avec plus d'in- 
tensit6 que le nombre de Rayleigh est 61ev6 [10]. 

Les Figs. 6 and 7 permettent d'appr6cier l'effet des 
approximations de quasi-stationnarit6 et de courbure 
nulle de Sparrow et al. sur les pr6dictions num6riques. 
La premi6re approximation consiste fi n6gliger tous 
les termes reli6s au movement de l'interface dans ies 
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6quations transform6es, i.e. les deux derniers termes 
du membre de droite de l '6quation (20c). La seconde 
consiste fi n6gliger toutes les d6riv6es du profil de 
l 'interface par rapport  fi z, ce qui revient fi poser ici 
r, = 0 dans le coefficients aij, dans le jacobien, puis 
dans les ~quations (20)-(24) pour la transformation 
des d6riv6es. L'6quation (25) ne tient plus. La Fig. 6 
donne le nombre de Nusselt moyen en fonction du 
temps pour un nombre de Rayleigh de 7 x 105. Les 
courbes en traits pointill6s et pleins indiquent respec- 
tivement les solutions calcul~es avec et sans les 
approximations. Les deux solutions se confondent en 
r6gime conductif  et redonnent les r6sultats de Sparrow 
et al. En r6gime convectif  par contre, l'6cart entre 
les r6sultats de Sparrow et al. et la solution sans 
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approximations est important. Environ la moiti6 de 
l'6cart peut 6tre imput6 fi l'omission des termes en r,, 
r,,, r~, comme en t6moigne la courbe en pointill6s. 
L'approximation quasi-stationnaire ne pr&e pas 
beaucoup fi cons+quence, 6tant donn6 la faible valeur 
d'e pour laquelle ont 6t6 effectu6s les calculs. La Fig. 
7 pr6sente les profils correspondants de l'interface 
liquide-solide en fonction du temps. Les profils calcul6s 
avec les approximations ront 6t6 pour un nombre de 
noeuds identique fi celui de Sparrow et al. [10]. Une 
comparison rapide avec la Fig. 3 permet de constater 
que les profiles obtenus ici avec les approximations 
sont encore assez diff6rents de ceux de Sparrow et al. 
au voisinage de la fronti6re adiabatique z = h. Cette 
diff6rence laisse supposer chez eux une faqon autre 
de traiter les conditions limites. I1 est frappant de 
remarquer qu'une extrapolation lin6aire jusqu'~t la 
fronti6re, ~t partir des deux points au-dessons de z = h 
sur la courbe pointill6e de la Fig. 7, donnerait des 

profils tr+s semblables ~t ceux de Sparrow et al. sur la 
Fig. 3. On peut donc raisonnablement supposer que 
la diff+rence d'approche dans le traitement des con- 
ditions limites est ~ l'origine de r6cart observ6 entre 
la solution avec les approximations et celle Sparrow 
et al. sur la Fig. 6. 

4.2. Flux de chaleur constant 
Les Figs. 8-10 pr6sentent les r6sultats obtenus dans 

le cas d 'un flux de chaleur constant impos6 ~ r = rw. 
Les calculs ont +t6 effectu6s pour les m~mes valeurs 
de A, Pr, ~. Les pr~dictiones num6riques sont encore 
une fois ind6pendantes des param+tres Pr et ~, lorsque 

< 0,15 et Pr > 7. La Fig. 8 d6crit l'6volution du 
nombre de Nusselt moyen en fonction du temps pour 
un hombre de Rayleigh allant de 7 × l06 ~ 7 × 108. Ce 
nombre est d6fini dans ce cas-ci comme 

Nu = ~ I dz. (35) 

L'allure g6n6rale des courbes demeure identique en 
r6gime conductif, off ron enregistre encore une fois 
une diminution rapide du nombre de Nusselt. Ce 
dernier passe par un minimum en r6gime mixte, puis 
augmente par la suite. L'augrnentation se fait plus 
rapidement pour les grands nombres de Rayleigh. 
Le nombre ne passe pas par un maximum relatif 
dans ce cas-ci avant de se stabiliser. La valeur du 
nombre de Nusselt en r6gime permanent ob6it fi peu 
de choses pros ~ la corr61ation 

Nu = 0,175 Ra 1/4. (36) 

La Fig. 9 d~crit l'6volution dans le temps du rapport 
du volume liquide au volume du cylindre. La r+gion 
o~ les courbes se confondent correspond au r6gime 
conductif, durant lequel l'influence de la convection, 
et donc celle de Ra est n6gligeable. On remarque que 
la dur6e du r+gime conductif est beaucoup plus br6ve 
dans le cas du plus grand nombre de Rayleigh que 
pour les deux autres valeurs. Il est possible d'int6grer 
l'6quation (3) sur le volume occup+ par la phase 
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liquide pour  obtenir aprrs quelques manipulations 
simples 

flt fO 1 ~0 ~a ~rf A = e ~ r d r d Z + J o  r f f f~dz .  (37) 

Pour un petit nombre de Stefan, comme c'est le cas 
ici, la chaleur sensible absorbre par le matr r iau  peut 
6tre nrgligre devant la chaleur latente absorbre au 
drbut  du changement de phase. I1 n'est alors pas 
difficile de drmontrer  ~ partir  de l ' rquat ion (37) que 
le volume liquide est directement proport ionnel  au 
temps 6coul6 pour  un flux de chaleur constant, comme 
on peut le constater sur la Fig. 9. 

La Fig. 10 prrsente les isothermes et les lignes de 
courant ~i diffrrents instants pour un nombre de Ray- 
leigh de 7 x 108. On constate en comparant  la Fig. 10 
avec la Fig. 5 que la fusion du matrr iau se fait beau- 
coup plus lentement pour  un flux de chaleur impos6 

r = rw. On remarque 6galement que la drformat ion 
de l ' interface dans le haut de la cavit6 est assez sem- 
blable dans les deux cas. Les lignes de courant  drnot-  
ent toutefois une forte localisation de l ' rcoulement 
dans cette rrgion, qui est presque isotherme. I1 y a 
formation d 'une couche limite ~t la paroi cylindrique 
~t partir  du bas de la cavitr,  de mrme qu'~ l ' interface 
liquide-solide ~ partir  du haut de la cavitr. Le 
coefficient de transfer de chaleur local ~. la paroi cylin- 
drique diminue avec z tandis que la temprrature aug- 
mente. En comparant  les isothermes aux diffrrentes 
valeurs de ~, on constate 6galement que la temprrature 

la paroi tend ~ s 'uniformiser avec le temps. Goldstein 
et Ramsey [6] avaient aussi observ6 cette tendance 
pour un cylindre horizontal.  

5. CONCLUSIONS 

La technique de grn~ration du maillage de Thomp-  
son et al. s 'avrre trrs efficace pour  traiter le problrme 

frontirre mobile considrr6 ici. Les rrsultats obtenus 
pour  un cylindre isotherme confirment ceux de Spar- 
row et al. dans l 'ensemble. L 'approximat ion de pente 
et de courbure nulles faite par ces derniers peut intro- 
duire des erreurs apprrciables lorsque le nombre de 
Rayleigh est grand. La fa~on de traiter les conditions 
limites semble 6galement importante. L'approxima- 
tion quasi-statique par  contre est sans consrquences 
pour de faibles nombres de Stefan. Pour le flux de 
chaleur constant, le nombre de Nusselt moyen se sta- 
bilise ~ une valeur proportionelle ~ Ra t/4, sans pas- 
ser par un maximum relatif. La fusion se fait plus 
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lentement et l 'influence de la convection reste plus 
confinre au haut de la cavitr. 
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N U M E R I C A L  S T UDY OF M E L T I N G  A R O U N D  A VERTICAL C Y L I N D E R  FOR TWO 
B O U N D A R Y  CONDITIONS 

Abstract--Melt ing around a vertical circular cylinder imbedded in a solid matrix at the fusion temperature 
is being studied. The problem is treated for two types of  boundary conditions at the wall assuming constant  
thermal properties. Governing equations for heat and fluid flow in the melted region are solved using 
computer-generated, body-fitted curvilinear coordinates. The effect of  some simplifying assumptions is 
examined and numerical predictions are obtained for Rayleigh numbers up to Ra = 7 x 105 for a constant  
temperature and Ra = 7 x 108 for a constant  heat flux. The results obtained for a Stefan number  of  e = 0.15 
and a Prandtl number  of  Pr = 7 are virtually independent of  these two parameters when e, < 0.15 and 
Pr > 7. For  a constant  heat flux, the average steady-state Nusselt number  is proportional to Ra ~/4 and 

melting occurs more slowly than for a constant  temperature. 

N U M E R I S C H E  U N T E R S U C H U N G  DES SCHMELZENS UM EINEM V E R T I K A L E N  
Z Y L I N D E R  F ~ R  ZWEI R A N D B E D I N G U N G E N  

Zusammenfassung--Schmelzvorgfinge an einem vertikalen Zylinder, der in einem festen Gefiige bei 
Schmelztemperatur eingebettet ist, werden untersucht.  Der Vorgang wird f/it zwei Arten yon Rand- 
bedingungen an der Wand  betrachtet, wobei konstante Stoffwerte angenommen werden. Die Gleichungen 
f/ir Wfirme- und Fluidstr6mung im geschmolzenen Bereich werden unter  Benutzung computerberechneter,  
k6rperangepaBter Koordinaten gel6st. Die Auswirkung einiger vereinfachender Annahmen  wird gezeigt. 
Bei konstanter  Temperatur  werden numerische Ergebnisse ffir Rayleigh-Zahlen Ra > 7 × 105 und bei 
konstantem Wfirmestrom ffir Ra > 7 × 108 erhalten. Die Ergebnisse ffir die Stefan-Zahl e = 0,15 und die 
Prandtl-Zahl Pr = 7 bleiben im wesentlichen unveriindert, wenn e < 0,15 und Pr > 7 wird. Bei konstantem 
Wfirmestrom ist die mittlere stationiire Nusselt-Zahl proportional zu Ra 1/4, und Schmelzen tritt langsamer 

auf  als bei konstanter  Temperatur.  

qFICYIEHHOE FICCYIE~OBAHFIE IUIABJIEHH$1 BOKPYF BEPTFIKA2IbHOFO I.[HJIFIHjIPA 
~YI$I ~ B Y X  TFIFIOB F P A H H q H b I X  YCJIOBHITI 

~ n ! g - - I / i c c J i e ~ y e T c $ 1  n ~ a ~ e H H e  Boxpyr sepTHxam, a o r o  KpyrJIOrO ILXtqHH~pa, noMeKIeHHOrO npH 
TeMnepaType n.aaB~eHxg B TBep~TIO MaTpHID/. 3aaaqa paccMaTpHsaeTca ~0m ~ s y x  THnos r p a m ~ m a x  
yc~iosm~ Ha CTeHXe B n p e a n o a o x e m m  HOCTOSHCTSa TeH~OBHX xapaKTepilcTHlC. C HOMO1HbIO DaCCqHThl- 
saeM~lx Ha MaI~gHe K p H B o Y m H ¢ ~  g o o p ~ H a T ,  HpHcnoco6~eHHI,IX K Hcc~e~yeMoMy Te~y, pemema 
OCHOBHI, Ie ypaBHeHHS Teruloo6MeHa H ]LqHaMHKH ZK/IKOCTH B 3OHe pacmxana. PaCCMOTpeHo B.rmlgHHe 
HeXOTOpldX ynpomasottmx upe~rlOJIOXeHHfi H llpone~eHi,I qHC.IIeHHbIe pacqeT~ ~,qa 3HaqeHHl~ qHcJla 
Panes ,ao Ra = 7 x 10 s npn HOCTOSaiHO~ TeMnepaType s Ra = 7 x lO s npn nocToamiof i  rmOTHOCTH 
TeILaosoro HOTOKa. PeayJ1bTaT~, HoJIyqeHHbl¢ KaR 3HaqenHfi s a c a a  CTcOpaHa e = 0,15 a qacaa  
I lpaH~raa Pr  = 7, #parraseCrda He gaaaCaT OT 3THX aayx  napaMerpos  npa  e < 0,15 a Pr > 7. B cayaae  
nocro~HHOfi II21OTHOCTH Tel]21OBOFO llOTOga cpe~He¢ crauaoHapaoe  3HaqeHHe qHgJla HycccJlbTa nponop-  

maoHaomHO Ra 1/4 u rmasaeHHe nponcxo~IHT Me~JleHHee, gem IlpH nOCTOaHHO~ TeMnepaTyp¢. 


